
VII. 

Ueber die Anzahl der Primzahlen unter e111er 
gegebenen GrÖsse. 

(Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.) 

Meinen Dank für die Auszeichnung, welche mir die Akademie 
durch die Aufnahme unter ihre Correspondenten hat zu Theil werden 
lassen, glaube ich am besten dadurch zu erkennen zu geben, dass ich 
von der hierdurch erhaltenen Erlaubniss baldigst Gebrauch mache 
durch Mittheilung einer Untersuchung über die Häufigkeit der Prim
zahlen; ein Gegenstand, welcher durch das Interesse, welches Gauss 
und Di richl et demselben längere Zeit geschenkt haben, einer solchen 
Mittheilung vielleicht nicht ganz unwerth erscheint. 

Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von 
Euler gemachte Bemerkung, dass das Product 

JI __ 1 __ = E _ 1_ 
1 n s , 

- 1 --
P" 

wenn für p alle Primzahlen, für n alle ganzen Zahlen gesetzt werden. 
Die Function der complexen Veriinderlichen s, welche durch diese 
beiden Ausdrücke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne 
ich durch ~(s). Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von 
s grässer als 1 ist; es lässt sich indess leicht ein immer güHig blei
bender Ausdruck der Function finden. Durch Anwendung der Gleichung 

'" 

J' e- nx X S - 1 dx = 17 (s - 1) 
n' 

o 

erhält man zunächst 
Cf> 

n (S - 1) ~ (s) = J' .~s- l (l x 
ex - 1 . 

o 
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Betrachtet man nUll das Integral 

. f
' (-:,;).- . cl .c 

ex - 1 
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VOll + 00 bis + 00 positiv um ein Grössengebiet er streckt, welches 
den \Verth 0 , aber keinen amiern Unstctigkeitswerth der Funetion 
unter dem Tntegralzeichen im Iunern enthiilt , so ergiebt sich dieses 
leicht gleich 

'" 
( 

lt ' " ' ) ) " , : ,- . tl ,l: e- 3 ' - C' .H C
X 

_ 1 ' 

v 

vorausO'esetzt dass in der vieldellticren Functioll (- x)" - • = c(·.- I ) log (-x) o , 0 

der Logarithmus von - x so bestimmt worden ist , dass cl' für ein 
negatives x reell wird. Man hat daher 

CI> 

2sinns lI (s -l) s (s)=i e~- l " )
' (- J')" - I tl x 

CI> 

das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden. 
Diese Gleichung giebt nun den W erth der Function S (s) für jedes 

beliebige complexe s und zeigt, dass sie einwerthig und für alle end
lichen \Verthe von s, ausser 1, endlich ist, so wie auch, dass sie ver
schwindet, wenn s gleich einer negativen geraden ~ahl ist. 

\Venn der reelle Theil von s negativ ist, kann das Integral, statt 
positiv um das angegebene Grössengebiet auch negativ um das Grössen
gebiet welches siimll1t1iehe übrigen complexen Gr()ssen enthält erstreckt 
werden, da das Integral durch \Verthe mit unendlich grossem Modul 
dann unendlich klein ist. Im Innern dieses Grüssengebiets aber wird 
die Function unter dem Integralzeichen nur unstetig, wenn x gleich einem 
ganzen Vielfachen von + 2 n i wird und das Integral ist daher gleich 
der Summe 11er Integrale negativ um diese \Verthe genommen. Das 
Integral um den Werth 11 211' i aber ist = (- n 2 n I) ' - I (- 2 ;'O) , 

man erhiilt daher 

2 sinns n (s - 1) ses) = (2n)s L n , -I (-i)·,- I + i'- I ) , 

also eine Relation zwischen S (s) und S (1 - s), welche sich mit Be
nutzung bekannter Eigenschaften der Function II auch so ausdrücken 
Hisst: 

1I ( ~ - 1) n - i S(s) 

bleibt ungeiindert, wenn s in 1 - s verwandelt wird. 
Diese Eigenschaft der Function veranlasste mich statt n (s - 1) 

das Integral n ( ~ - 1) in dem allgemeinen Gliede der Reihe 2.: ,:. 
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ci llzufiihren, wotlurch mun cincn :;ehr bequemcn AusJruck !ler l<\lJIctiull 
~ (s) erbiilt. In der That hat mun 

<X> 

1 n(s l)n-~ j' - nll " x ~ - I 
'/I ' 2 - ~ = c X 2 dx , , 

u 
also, wenn lllall 

Cf) 

~ - - ",, !l X ( 

L.J c = 1/J x) 
1 

setzt, 
0:1 

II (: - 1) n- ~ n s) = .{1/J (X)X~ - 1 dx , 
v 

oder da 

21/J (J:) + 1 = X--+ (21/J C') +1), (Jacobi, Fund. S. 184) 

<X> 1 

n(: - 1) n- ~~ (s) =./1/J(x) xi- ldx + j'1/J C) X
S -; 3dx 

1 0 
1 

+ _tj'( x" -;3 - xi-1)dx 
o 

Cf) 

= S (S~ 1) + J' lfJ (x) ( x i - 1 + x_ lt~) dx. 
1 

Ich setze nUll S = t + ti und 

n(-~-) (s - 1) n - i ~ (s) = ~(t) , 
so dass 

<X> 

~ (t) = t - (tt + {-) J'1/J (x) x-f cos (i t log x) dx 
1 

oder auch 

Diese Function ist für alle endlichen Werthe von t endlich, und 
lässt sich nach Potenzen von tt in eine sehr schnell convergirende 
Reihe entwickeln. Da für einen Werth von s, dessen reeller Bestand
theil grösser als 1 ist, log ~ (s) = - E log (1 - p- .) endlich bleibt 
und von den Logarithmen der übrigen Factoren von ~ (t) dasselbe gilt, 
so kann die l<'unction ~ (t) nur verschwinden, wenn der imaginäre 
Theil von t zwischen ti und - -t i liegt. Die Anzahl der 'Wurzeln 
von Ht) = 0, dcren reeller 'fhcil zwischen ° und T liegt, ist ctwa 
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T 'J' l' 
= 10" - . 

~n n ~ll '.! 1I ' 

denn das Integral fd log ~ (l) poi> itiv um den Inbe~ri ff (] pr Werthe 
VOll t erstreckt , deren imaginiirer 'l'heil zwischen -~ i uml - -~i und 
deren reeller 'l'heil zwischen (} und T liegt, ist (his auf einen ßruch-

theil von der Ordnung der Gr i"lsse ; ,) gleich (T log 21~ - T) i ; dieses 

lntegral aber ist gleich der Anzahl der in diesem Gebiet liegenden 
Wurzeln von ~ (t) = 0, multiplicirt mit 2 n: i. Man findet nun in der 'l'hat 
etwa so viel ree lle 'Wurzeln innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr 
wahrscheinlich, dass alle "V urzeln reell sind. Hiervon wiire allerdings 
ein strenger Beweis zu wiinschen ; ich habe indess die Aufsuchung 
desselben nach einigen flüchtigen vergeblichen Versuchen vorHiufi g bei 
Seite gelassen, da er fUr den nächsten ~weck meiner Untersuchung 
entbehrlich schien. 

Bezeichnet man durch a jede " rurzel der Gleichung ~ (ce) = 0, so 
kann man log ~ (l) durch 

B log (1 - ~) + log H O) 

ausdrUcken; tlenn da die Dichtigkeit der "\Vurzeln von der Grösse t 

mit t nur wie log 2
t
n; wiichst, so convergirt dieser Ausdruck und wird 

Hil' ein unendliches t nur unendlich wie t log t; er unterscheidet sich 
also von log ~ Ct) um eine Fundion von tt , die für ein l'ndliches t 
stetig und endlich bleibt und mit tt dividirt für ein unendliches t un
endlich klein wird. Dieser Unterschied ist folgli ch eine COllstante, 
deren \Verth durch Einsetzung von t = 0 bestimmt werden kann. 

Mit diesen Hülfsmitteln lässt sich nUll die Anzahl der Primzahlen, 
die kleiner als .'V sind , bestimmen. 

E s sei P (x), wenn x nicht gerade einer Primzahl gleich ist, gleich 
dieser Anzahl , wenn aber x eine Primzahl ist, um 1 grösser, so dass 
für ein x, bei welchem F (x) sich sprungweise ändert, 

E rsetzt man nun m 

'" '" 
p -" durch s ,j'x-'- ld .c, p - 2. durch . -$- 1 S o'l:: dx, .. . , J' 

l' p' 
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so erhiilt man 
00 

log/ (s) = ./f(X)X-' - ldX, 
1 

wenn man 
P (x) + 1-F (aJ) + 1 F (xt ) + .. . 

durch f ex) bezeichnet. 

Diese Gleichung ist gültig fUr jeden complexell W erth a + u i von 
s, wenn a> 1. \Yenu aber in diesem Umfange die Gleichung 

00 

g(s) = J' hex) x- ' d log x 
o 

gilt, so kann man mit Hülfe des Fouri e r 'schen Satzes die Function h 
durch die Function g ausdrücken. Die Gleichung zerfiillt, wenn h (x) 
reell ist und 

g (a + bi) = gl (b) + i!h (u), 

III die beiden folgenden: 

CF> 

gl (b) = (h (x)x- a cos (b log x) rllog x, 
o 

00 

i!h(U) = -'i J' h(x)x - a sin (u log x) d log ;c. 
o 

,,\Yenn man beide Gleichungen mit 

(cos (b log y) +i sin (u log V») du 

multiplicirt und von - co bis + co integrirt, so erhält man in beiden 
auf der rechten Seite nach dem Fourier 'schen Satze 'lCh(Y)!J- a, also, 
wenn man beide Gleichungen addirt und mit i ya multiplicirt 

a+ 00 i 

2'lCih(y) = .Ig(s) y"dS, 
a-ct;I i 

worin die Integration so auszuführen ist, dass der reelle 'l'heil von s 
constant bleibt. 

Das Integral stellt für einen Werth von y, bei welchem eine 
sprungweise Aenderung der Function h(y) stattfindet, den Mittelwerth 
aus den Werthen der Function h zu bei den Seiten des Sprunges dar. 
Bei der hier vorausgesetzten Bestimmungsweise der Function f ex) 
besitzt diese dieselbe Eigenschaft, und man hat daher völlig :1llgemein 
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a+ QO i 

f (y) = 2~i J' log s~(S) y' ds. 
a-Q"J i 

Fnr log ~ kanll mun nun den früher gefundenen Ausdruck 

~ log n - log (s - 1) - log Il ( ~ ) + 2:" log (1 + (s -:-})2) + log ;CO) 

substituirenj die Integrale der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks 
würden aber dann ins Uuendliche ausgedehnt nicht convergiren, wes
halb es zweckmässig ist, die Gleichung vorher durch partielle I nte-
gration in 

umzuformen. 

Da 

1 1 
f ex) = - 2n i log x 

n=m 

- log rr (:) = lim (:2 log (1 + 2:J -~- log m), 
n=1 

für 1It = 00, also 

so erhalten dann sümmtliche Glieder des Ausdruckes für fex) mit Aus
nahme von 

die Form 

a+ QO i 

1 1 J' 1 -2 • -1 - - log ;CO)x~ cis = log ; (0) 
n~ og X S8 

a-oo i 

Nun ist aher 

cl (~ log ( 1 - f) ) 
dß (ß - s) ß ' 

uud, wenn der reelle 'l'heil von s grösser als der reelle 'fh eil von ß ist, 

a+ 00 i x 
_ 1_ J-' .1.:' <1 s - ~ - f' .(1-1 . 

- 2 n i • (ß - s) ß - ß - . l cl.i, 
a - 00 i ;;I:) 
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oder 
x 

1> 

r ;1'(1 - 1 (1.1' , 

je nachdcm der reelle Theil von ß negativ odcr positiv ist. Man hat 
daher 

und 

1 

21'Ci log ;(' 

a+oO i 

= --. - lo(f I 1 J' 1 ( 2 1t t s t:> 

a-oo i 

x 

- ~) x" cZ s 

J' xrt - l 
= ' 1- rI .c + const.. 1m ersten og :v 

00 

x 

f' .'1;(1- 1 
= -1-- tl .re + const.. lln zweiten Falle. 

t. og X 
\J 

Im ersten Falle bestimmt sich die Integrationsconstante, wenn 
man den reellen 'l'heil, von ß negativ unendlich werden lässt; im 
zweiten Falle erhält das lntegl'al von ° bis x um 2n: i verschiedenc 
W erthe, je nachdem die Integration durch complexe vVerthe mit posi
tivem oder negativem Arcus geschieht, und wird, auf jenem ,Vege ge
nOlllmen, unendlich klein, wenn der Coefficient von i in dem Werthe 
von ß positiv unendlich wird, auf letzterem aber, wenn dieser Coef
fi cient negativ unendlich wird, Hieraus ergiebt sich, wie auf der linken 

Seite log (1 -. ~) zu bestimmen ist, damit die Integrationsconstante 

wegfällt. 
Durch Einsetzung dieser vVerthe in den Ausdruck von fex) er

hiat man 
( e) L '() ,,'a (1" ( ~+ai) + L' ( t - a i

) ) x = ~ x - ~ ,A X - , ~ ;/: 

00 

+J _ 1 - -~ + 100 ' ;(0) 
x 2 - 1 x log x '" , 

'" 
wenn in z;a für a sämmtliche positiven (oder einen positiven reellen 
Theil enthaltenden) Wurzeln der Gleichung ; (a) = 0, ihrer Grösse 
nach geordnet, gesetzt werden, Es Hisst sich, mit Hülfe einer ge
naueren Discussion der Function ;, leicht zeigen, dass bci dieser An
ordnung der W crth der Reihe 
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mit dem Grenzwerth, gegen welchen 

a+ bi 

1 s '" aa 
/

' II J_ oE 100" (1 + (8 - W) 
2n i • - ds -- x'ds 

a-bi 
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hei unaufllörlichcm \Vachscn der Urösse b convergirt, iiLcreinstirnmt; 
durch veriinderte Anon]nung aLer wUrde sie jeden LelielJigen reellrll 
\ \' Nth erhalten können. 

Aus ( x) findet. sich F (.x) mitte1st der dnrch Umkchrung der 
Helation 

1 
1 -

( x) = lJ - F (x n) 
n 

sich ergebenden Gleichung 

worin für 1n der \{eihe nach die durch kein Quadrat ausser 1 theil
baren %;ahlen ~u setzen sind und fL die Anzahl der Primfactoren von 
m bezeichnet. 

Beschriinkt man 2;" auf eine endliche %;ahl von Gliedern, so gicht 
Jie Derivirte des Ausdrucks für ( x) oder, bis auf einen mit wachsen
dem .x sehr schnell abnehmenden 'rheil, 

1 _ _ ,) lJa cos (a I<:g .1:) :c- -z 
log .'l: ~ log x 

einen ungeniiherten Ausdruck für die Dichtigkeit der Primzahlen + 
der halben Dichtigkeit der Primzahlquadrate + -} von der Dichtigkeit 
der Primzahlcuben u. s. w. von der Grüsse x. 

Die bekannte Niiherungsformel F (3-) = Li (x) ist also nur bis 

auf Grössen von der Ordnung X-Z richtig und giebt einen etwas zu 
grossen \Verth; denn die nicht periodischcn Glieder in dem Ausdrucke 
von F (.x) sind, von Grössel1, die mit x nicht in's Unendliche wachsen, 
abgesehen: 

L ·i (.1:) - 1-L i (.x1) - t Li (.1: t ) - t. Li (.r t) + i Li (xi) 

- + Li (xt ) + .. . 
In Jer TImt hat sich bei der von Gauss und Golds chmidt vor

genolllmenen und bis zu .1.' = drei Millionen fortgesetztell Vel"gleichung 
von L i (r ) mit der Anzahl der Primzahlen unter .1" diese Anzahl schon 
vom ersten Hunderttausend an stets kleiner als L i (.e) ergeben, und 
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zwar wächst die Differenz unter manchen Schwankungen allmählich mit x. 
Aber auch die von den periodischen Gliedern abhiingige stellenweise 
Verdichtung und Verdiinnung der Primzahlen hat schon bei den ~iih
lungen die Aufmerksamkeit erregt, ohne dass jedoch hierin eine Ge
setzmässigkeit bemerkt worden würe. Bei einer etwaigen neuen Ziih
lung würde es interessant sein, den Einfluss der einzelnen in dem 
Ausdrucke für die Dichtigkeit der Primzahlen enthaltenen periodischen 
Glieder zu verfolgen. Einen regelmässigeren Gang als F (x) würde die 
Function fex) zeigen, welche sich schon im ersten Hundert sehr deutlich 
als mit L i (x) + log; (0) im Mittel übereinstimmend erkennen Hisst.. 
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